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Algebra Booleana



Algebra Booleana

e Publicada em 1849 por George Boole;
e Claude Shannon demonstrou sua utilidade para a descricdo de circuitos no final da
década de 1930;

e Deste ent3o, constitui a base para a tecnologia digital moderna.
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e la 00=0 elb 1+1=1
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Axiomas

ela 00=0 elb 14+1=1

e?2a 1l1=1 e2b 0+0=0

e 3 01=10=0 e3b 1+0=0+4+1=1

e 4a Se x =0, ent3o e 4b Se x =1, entdo
x=1 x=0



Teoremas
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Teoremas com uma variavel

ebha x.0=0 e5b x+1=1
e fa x.1= e 6b x+0=x
e 7a XxXx=x e7b x+x=x
e 8 xx=0 o8 x+x=1



Principio da dualidade

Dada uma express3o l6gica, sua dual pode ser obtida trocando-se todos os operadores
+ por ., e vice versa, e trocando todos os Os por 1s, e vice versa.



Propriedades

Comutativas

e 10a x.y=y.x e 10b x+y=y+x



Propriedades

Comutativas

e 10a x.y=y.x e 10b x+y=y-+x

Associativas

e 11b

e lla x(y.z)=(xy)z x+t(y+z)=(x+y)+z



Propriedades

Comutativas

e 10a x.y=y.x e 10b x+y=y-+x

Associativas
e 11b
e 1la x.(y.z) =(x.y).z
(r-2) = (xy) x+(y+z)=(x+y)+z
Distributivas
e 123 e 12b
x(y+2z)=xy+xz x+y.z=(x+y).(x+ 2)



Propriedades

Absorcio
e 133 x+x.y=x o 13b x.(x+y)=x



Propriedades

Absorcio
e 133 x+x.y=x o 13b x.(x+y)=x

Combinacio

e l4a xy+xy=x o 14b (x+y).(x+y)=x



Propriedades

Absorcio
e 133 x+x.y=x o 13b x.(x+y)=x

Combinacio

e l4a xy+xy=x o 14b (x+y).(x+y)=x
DeMorgan

e 152 Xy=X+Yy e15b xFy=xy

e 16a x+Xy=x+y e 16b x.(x+y)=xy



Prova por tabela verdade

xX yllx-y|lx-y[|x|y|x+Yy

0O O 0 1 111 1

0 1 0 1 110 1

1 0 0 1 0|1 1

1 1 1 0 01]0 0
LHS RHS

Figure 2.13  Proof of DeMorgan’s theorem in 15a.



Prova por manipulacao algébrica

Vamos provar a validade da express3o:

(X1 + X3).(Y1 —i—?g,) = X1.X3 + X1.X3
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Prova por manipulacao algébrica

Vamos provar a validade da express3o:
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Prova por manipulacao algébrica

(x1+x3).(x1 +X3) = x1.X3+ X1.X3
LHS = (X1 + X3).Y1 + (X1 + X3).Y3
LHS = x1.X1+ x3.X1 + x1.X3 + X3.X3
LHS = 0+ x3.x1+x1.x3+0
LHS = x3.X1+ x1.X3

LHS = x1.X3+ X1.X3

10



Prova por manipulacao algébrica

Considerando a equag3o:
X1.X3 + X2.X3 + X1.X3 + X2.X3 = X1.X2 + X1.X20 + X1.X0

11
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Prova por manipulacao algébrica
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x1.(X3 + x3) + X2.(X3 + x3) usando 12a

= x1.1+X5.1 usando 8b

X1 + X2 usando 6a

O lado direito pode ser manipulado assim:
RHS = X1.X2 + x1.(x2 +X2) usando 12a
= X1.X2+x7.1 usando 8b
X1.X2 + X1 usando 6a

11



Prova por manipulacao algébrica

Considerando a equac3o:
X1.X3 + X2.X3 + X1.X3 + X2.X3 = X1.X2 + X1.X20 4+ X1.X2
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x1.(X3 + x3) + X2.(X3 + x3) usando 12a

= x1.1+X5.1 usando 8b

X1 + X2 usando 6a

O lado direito pode ser manipulado assim:

RHS = X1.X2 + x1.(x2 +X2) usando 12a

X1.X2 4+ x1.1 usando 8b
= X1.X2+Xx1 usando 6a
X1 + X1.X2 usando 10b
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Prova por manipulacao algébrica

Considerando a equac3o:
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= x1.1+X5.1 usando 8b

X1 + X2 usando 6a

O lado direito pode ser manipulado assim:

RHS = X1.X2 + x1.(x2 +X2) usando 12a

X1.X2 4+ x1.1 usando 8b
= X1.X2+Xx1 usando 6a
= X1+ X1.X2 usando 10b

x1 + X2 usando 16a 1



Precedéncia das operacoes

Parénteses podem ser usados para indicar a ordem das operacdes. Na auséncia deles, as
operacdes devem ser resolvidas na ordem: NAO, E e OU.
Portanto,
(x1.x2) + ((x1)-(x2))
pode ser escrita na forma
X1.X2 + X1.X2
ou ainda
X1X2 + X1X2

omitindo-se o operador .

12



Exemplos
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LHS = 0.x2 + 0.x3 + x1.x2.X3 + x1.0 + X1.X2.X2 + X1.X2.X3 + X2.X2.X3 + x2.0

LHS =040+ x1.x2.X3 + 0 + X1.x2.X2 + X1.X2.X3 + X2.x2.X3 + 0

LHS = x1.x2.X3 + X1.X2.X2 + X1.X2.X3 + X2.X2.X3

13



Provar que:

(x1 + x2).(x2 + x3).(X1 + X3) = x1.Xx2.X3 + X1.X2 + X1.X2.X3 + X2.X3

LHS = (X1 +X2).(X2 +X3).(?1 +Y3) LHS = X1.(X2 + X3).(Y1 +?3) -+ X2.(X2 +X3).(?1 +Y3)
LHS = x1.(x2 + x3).X1 + x1.(x2 + x3).X3 + x2.(x2 4+ x3).X1 + x2.(x2 + x3).X3

LHS = X1.?1.(X2 + X3) + X1.?3.(X2 + X3) + X2.71.(X2 —+ X3) + X2‘Y3.(X2 + X3)

LHS = x1.X1.Xx2 + X1.X1.X3 + X1.X3.X2 + X1.X3.X3 + X2.X1.X2 + X2.X1.X3 + X2.X3.X2 + X2.X3.X3
LHS = x1.X1.X2 + x1.X1.X3 + X1.X2.X3 + X1.X3.X3 + X1.X2.X2 + X1.X2.X3 + X2.X2.X3 + X2.X3.X3
LHS = 0.x2 + 0.x3 + x1.x2.X3 + x1.0 + X1.X2.X2 + X1.X2.X3 + X2.X2.X3 + x2.0

LHS =040+ x1.x2.X3 + 0 + X1.x2.X2 + X1.X2.X3 + X2.x2.X3 + 0

LHS = x1.x0.X3 + X1.X2.X2 + X1.X2.X3 + X2.Xx2.X3 LHS = x1.x2.X3 + X1.X2 + X1.X2.X3 + X2.X3

13



Provar que:

14



Provar que:

LHS =xzZ+X.z+yzZw

14



Provar que:

LHS =xzZ+X.z+yzZw

LHS = x.Z.y + x.Z.y +X.z.y + X.z2y + y.Z.w

14



Provar que:

LHS =xzZ+X.z+yzZw
LHS = x.Z.y + x.Z.y +X.z.y + X.z2y + y.Z.w

LHS = x.Z.y.w + x.Z.y.w + x.Z.y.w + x.Z.y.W + X.Z.y .W + X.Z.y . W + X.2.y.W + X.2.y.W + y.Z.W.X + y.Z.W.X

14



Provar que:

X.z.y.w+X.zy.w+X.zy.w+X.2.y.W + y.Z.W.X + y.Z.Ww.X

X.y.Zz.w+X.y.zwW+X.y.Zw + X.Yy.ZW + X.y.Z.W + X.y.Z.W

14



Provar que:

LHS = x.Z.y.w + x.Z.y. W + X.Z.y.Ww + X.Z.y.W + X.2.y.W + X.Z.y.W + X.2Z.y.W + X.2Z.y. W + y.Z.w.X + y.Z.w.X
LHS = x.y.Z.w + x.y.ZW + x.y.Z.w + X.Yy.Z.W + X.y.Z.W + X.y.ZW + X.y.Z.W + X.y.Z.W + X.y.Z.W + X.y.Z.W
LHS = x.y.Z.w+ x.y.Z.W+ x.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.Zz.w+ X.y.Z.W+ X.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.Z.w

14



Provar que:

LHS = x.Z.y.w + x.Z.y. W + X.Z.y.Ww + X.Z.y.W + X.2.y.W + X.Z.y.W + X.2Z.y.W + X.2Z.y. W + y.Z.w.X + y.Z.w.X
LHS = x.y.Z.w + x.y.ZW + x.y.Z.w + X.Yy.Z.W + X.y.Z.W + X.y.ZW + X.y.Z.W + X.y.Z.W + X.y.Z.W + X.y.Z.W
LHS = x.y.Z.w+ x.y.Z.W+ x.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.Zz.w+ X.y.Z.W+ X.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.Z.w

RHS = x.Z+X.z+X.y.w

14



Provar que:

LHS = x.Z.y.w + x.Z.y. W + X.Z.y.Ww + X.Z.y.W + X.2.y.W + X.Z.y.W + X.2Z.y.W + X.2Z.y. W + y.Z.w.X + y.Z.w.X
LHS = x.y.Z.w + x.y.ZW + x.y.Z.w + X.Yy.Z.W + X.y.Z.W + X.y.ZW + X.y.Z.W + X.y.Z.W + X.y.Z.W + X.y.Z.W
LHS = x.y.Z.w+ x.y.Z.W+ x.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.Zz.w+ X.y.Z.W+ X.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.Z.w

RHS = x.Z+X.z+X.y.w

RHS = x.Z.y + x.Z.y + X.z.y+ X.2.y + X.y.w

14



Provar que:

LHS = x.Z.y.w + x.Z.y. W + X.Z.y.Ww + X.Z.y.W + X.2.y.W + X.Z.y.W + X.2Z.y.W + X.2Z.y. W + y.Z.w.X + y.Z.w.X
LHS = x.y.Z.w + x.y.ZW + x.y.Z.w + X.Yy.Z.W + X.y.Z.W + X.y.ZW + X.y.Z.W + X.y.Z.W + X.y.Z.W + X.y.Z.W
LHS = x.y.Z.w+ x.y.Z.W+ x.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.Zz.w+ X.y.Z.W+ X.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.Z.w

RHS = x.Z+X.z+X.y.w
RHS = x.Z.y + x.Z.y + X.z.y+ X.2.y + X.y.w

RHS = x.Z.y.w+ X.Z.y W+ X.Z.y.w+ X.Z.Yy W+ X.z.y.w+ X.z.y W+ X.z.y.w+ X.z.Yy W+ X.y.w.z+ X.y .W.Z

14



Provar que:

LHS =xzZ+X.z+yzZw

LHS = x.Z.y + x.Z.y +X.z.y + X.z2y + y.Z.w

LHS = x.Z.y.w + x.Z.y. W + X.Z.y.Ww + X.Z.y.W + X.2.y.W + X.Z.y.W + X.2Z.y.W + X.2Z.y. W + y.Z.w.X + y.Z.w.X
LHS = x.y.Z.w + x.y.ZW + x.y.Z.w + X.Yy.Z.W + X.y.Z.W + X.y.ZW + X.y.Z.W + X.y.Z.W + X.y.Z.W + X.y.Z.W
LHS = x.y.Z.w+ x.y.Z.W+ x.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.Zz.w+ X.y.Z.W+ X.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.Z.w

RHS = x.Z+X.z+X.y.w
RHS = x.Z.y + x.Z.y + X.z.y+ X.2.y + X.y.w

RHS = x.Z.y.w+ X.Z.y W+ X.Z.y.w+ X.Z.Yy W+ X.z.y.w+ X.z.y W+ X.z.y.w+ X.z.Yy W+ X.y.w.z+ X.y .W.Z
RHS = x.y.Z.w+ X.y.ZW+ x.y.Z.w+ X.Yy.Z.W+ X.y.z.w+ X.y.Zz W+ X.y.z.w+ X.y.Z.W+ X.y.z.w+ X.y.Z.w

14



Provar que:

LHS = x.Z+X.z+ y.Z.w
LHS = x.Z.y + x.Z.y +X.z.y + X.z2y + y.Z.w
LHS = x.Z.y.w + x.Z.y. W + x.Z.y.w + X.Z.y.W
LHS = x.y.Z.w + x.y.ZwW + x.y.Z.w +

LHS = x.y.Z.w+ x.y.Z.W+ x.y.Z.w+ X.y.Z.W+ X.y.z.w+ X.y.Z.W+ X.Y.Z.w

b
x|
<|
N
N
+
x|
<
NI
s

RHS = x.Z+X.z+X.y.w

RHS = x.Z.y + x.Z.y + X.z.y+ X.2.y + X.y.w

K|

RHS = x.Z.y.w+ x.Z.y w4+ x.Z.y.w+ x.Z.y. W+ X.z.y.w+ X.z.y . W+ X.z.y.w+ X.z.y. W+ X.y.w.z+ X.y.w.Z

RHS = x.y.Z.w+ x.y.Z.w+ x.y.Z.w+ x.

‘<\
N\
5|

+ X.y.z.w+ X.y.ZzW+ X.y.z.w+ X.y.ZW+ X.y.Z.w+ X.y.Z.w

S|

RHS = x.y.Z.w+ x.y.ZwW+ x.y.Z.w+ x.y.Z.W+ X.y.z.w+ X.y.z.W+ X.y.z.w+ X.Y.Z.W+ X.y.Z.w

14
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