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Algebra Booleana



Algebra Booleana

• Publicada em 1849 por George Boole;

• Claude Shannon demonstrou sua utilidade para a descrição de circuitos no final da
década de 1930;

• Deste então, constitui a base para a tecnologia digital moderna.
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Axiomas



Axiomas

• 1a 0.0 = 0

• 2a 1.1 = 1

• 3a 0.1 = 1.0 = 0

• 4a Se x = 0, então
x = 1

• 1b 1 + 1 = 1

• 2b 0 + 0 = 0

• 3b 1 + 0 = 0 + 1 = 1

• 4b Se x = 1, então
x = 0
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Teoremas



Teoremas com uma variável

• 5a x .0 = 0

• 6a x .1 = x

• 7a x .x = x

• 8a x .x = 0

• 5b x + 1 = 1

• 6b x + 0 = x

• 7b x + x = x

• 8b x + x = 1

• 9 x = x
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Princípio da dualidade

Dada uma expressão lógica, sua dual pode ser obtida trocando-se todos os operadores
+ por ., e vice versa, e trocando todos os 0s por 1s, e vice versa.
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Propriedades

Comutativas

• 10a x .y = y .x • 10b x + y = y + x

Associativas

• 11a x .(y .z) = (x .y).z
• 11b
x + (y + z) = (x + y) + z

Distributivas

• 12a
x .(y + z) = x .y + x .z

• 12b
x + y .z = (x + y).(x + z)
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Propriedades

Absorção

• 13a x + x .y = x • 13b x .(x + y) = x

Combinação

• 14a x .y + x .y = x • 14b (x + y).(x + y) = x

DeMorgan

• 15a x .y = x + y

• 16a x + x .y = x + y

• 15b x + y = x .y

• 16b x .(x + y) = x .y
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Prova por tabela verdade
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10a. x · y = y · x Commutative

10b. x + y = y + x

11a. x · ( y · z) = (x · y) · z Associative

11b. x + ( y + z) = (x + y) + z

12a. x · ( y + z) = x · y + x · z Distributive

12b. x + y · z = (x + y) · (x + z)

13a. x + x · y = x Absorption

13b. x · (x + y) = x

14a. x · y + x · y = x Combining

14b. (x + y) · (x + y) = x

15a. x · y = x + y DeMorgan’s theorem

15b. x + y = x · y

16a. x + x · y = x + y

16b. x · (x + y) = x · y

17a. x · y + y · z + x · z = x · y + x · z Consensus

17b. (x + y) · (y + z) · (x + z) = (x + y) · (x + z)

Again, we can prove the validity of these properties either by perfect induction or by
performing algebraic manipulation. Figure 2.13 illustrates how perfect induction can be
used to prove DeMorgan’s theorem, using the format of a truth table. The evaluation of
left-hand and right-hand sides of the identity in 15a gives the same result.

We have listed a number of axioms, theorems, and properties. Not all of these are
necessary to define Boolean algebra. For example, assuming that the + and · operations
are defined, it is sufficient to include theorems 5 and 8 and properties 10 and 12. These
are sometimes referred to as Huntington’s basic postulates [3]. The other identities can be
derived from these postulates.

The preceding axioms, theorems, and properties provide the information necessary for
performing algebraic manipulation of more complex expressions.

x y x y x y x y x + y

0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0

LHS RHS

· ·

Figure 2.13 Proof of DeMorgan’s theorem in 15a.
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Prova por manipulação algébrica

Vamos provar a validade da expressão:
(x1 + x3).(x1 + x3) = x1.x3 + x1.x3

O lado esquerdo pode ser manipulado usando a propriedade distributiva (12a):

LHS = (x1 + x3).x1 + (x1 + x3).x3

Aplicando novamente a mesma propriedade:

LHS = x1.x1 + x3.x1 + x1.x3 + x3.x3

De acordo com o teorema 8a, os termos x1.x1 e x3.x3 são ambos iguais a 0, portanto:

LHS = 0 + x3.x1 + x1.x3 + 0

A partir do teorema 6b temos:

LHS = x3.x1 + x1.x3

Usando as propriedades comutativas 10a e 10b, temos:

LHS = x1.x3 + x1.x3
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Prova por manipulação algébrica

Considerando a equação:
x1.x3 + x2.x3 + x1.x3 + x2.x3 = x1.x2 + x1.x2 + x1.x2
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Precedência das operações

Parênteses podem ser usados para indicar a ordem das operações. Na ausência deles, as
operações devem ser resolvidas na ordem: NÃO, E e OU.
Portanto,

(x1.x2) + ((x1).(x2))

pode ser escrita na forma
x1.x2 + x1.x2

ou ainda
x1x2 + x1x2

omitindo-se o operador .
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Exemplos



Provar que:

(x1 + x2).(x2 + x3).(x1 + x3) = x1.x2.x3 + x1.x2 + x1.x2.x3 + x2.x3

LHS = (x1 + x2).(x2 + x3).(x1 + x3) LHS = x1.(x2 + x3).(x1 + x3) + x2.(x2 + x3).(x1 + x3)

LHS = x1.(x2 + x3).x1 + x1.(x2 + x3).x3 + x2.(x2 + x3).x1 + x2.(x2 + x3).x3

LHS = x1.x1.(x2 + x3) + x1.x3.(x2 + x3) + x2.x1.(x2 + x3) + x2.x3.(x2 + x3)
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